
Variables aléatoires 
 

Lois de 
probabilités 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont 

interdites. 



Comment définir une 
variable aléatoire ? 

 

- Épreuve aboutissant à des évènements 
élémentaires 
 

- Évènement élémentaire = nombre 
 

- Discrète ou continue 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont 

interdites. 

 



Exercice 

On tire au sort un étudiant en PACES, à qui on demande 
certaines informations. Parmi ces propositions, lesquelles 
sont des variables aléatoires ? 
 
A. Son âge 
 
B. Son nombre de paires de chromosomes 
 
C. Sa mention obtenue au bac 
 
D. Sa taille 
 
E. Son nombre de chromosomes 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou 

reproduction sont interdites. 

 



Correction 

On tire au sort un étudiant en PACES, à qui on demande 
certaines informations. Parmi ces propositions, lesquelles 
sont des variables aléatoires ? 
 
A. Son âge 
 
B. Son nombre de paires de chromosomes 
 
C. Sa mention obtenue au bac 
 
D. Sa taille 
 
E. Son nombre de chromosomes 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou 

reproduction sont interdites. 

 



Correction 

Le nombre de paires de chromosomes dans l'espèce humaine 
est un phénomène déterministe : on sait que le caryotype 
humain est composé de 23 paires de chromosomes. 
(  B faux) 
 
 
Cependant, le nombre exact de chromosomes constitue une 
expérience aléatoire car un individu peut avoir plus ou moins de 
46 chromosomes. (     E vrai) 
 
 
Pour la mention obtenue au bac, il s'agit bien d'une expérience 
aléatoire mais dont les issues ne sont pas des nombres. 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont 

interdites. 

 



Partie I : 
 

Variables aléatoires 
discrètes 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction 

sont interdites. 

 



Définitions 

Discrète : appartient à un ensemble fini ou infini 
dénombrable 
 
 
Loi de probabilité : on associe à chaque 
éventualité xi une probabilité pi 
 
 
Représentation : tableau ou diagramme 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Âge (xi)      17       18             19         20     21 

Proportion  0,2         0,33     0,26       0,12           0,09 

(pi) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Paramètres 

Moyenne / Espérance : 
 
Espérance = moyenne en statistiques 
 
Indicateur de position, traduit la tendance centrale de 
la variable 
 

E(X) = µ = ∑(xi pi) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



À savoir 

Pour tout k dans R : 
 

E(X+k) = E(X) + k   E(kX) = k E(X) 
 

 
X et Y sont 2 variables aléatoires : 
 

E(X+Y) = E(X) + E(Y) 
 
 

L'espérance de la somme est la somme des 
espérances !! 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Paramètres 

Variance / écart-type : 
 
Variance :  - indicateur de dispersion 
    - noté Var(X) ou σ² 
 
Écart-type = σ 
 

Var(X) = ∑(pi (xi – µ)²) 
 

En statistiques : 
 

σ² = E(X-µ)² = E(X²) - µ² 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



À savoir 

Soit a un réel quelconque : 
 

Var(X + a) = Var(X) 
 

Var(aX) = a² Var(X) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Fonction de distribution 

- Modélisée par un diagramme en bâtons 
 
- Permet de voir la distribution des probabilités de 
la variable 
 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Fonction de répartition 

- Fonction monotone croissante 
 
- Représentée par une fonction en escalier 
 
- Fonction dite « cumulative » 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



 
Partie II : 

 
Lois de probabilité 

discrètes 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi de Bernoulli : B(p) 

Épreuve unique avec  2 issues possibles : 
 
- Succès : P(X=1) = p 
 
- Échec : P(X=0) = q = 1-p 
 
X = nombre de succès au cours de l'épreuve 
 

µ = p 
 

σ² = pq 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Binomiale : B(n,p) 

- Épreuve de Bernoulli répétée n fois 
 
- Chaque essai est indépendant 
 
Pour tout 0 ≤ k ≤ n : 
 

P(X=k) = C  x p  x q 
 

µ = np 
 

σ² = npq 

k       k       n-k 

n 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Binomiale (2) 

Propriétés : 
 
- Si p = 0,5 : distribution normale symétrique autour de µ 
 
- Quand n est grand, la distribution devient symétrique 
 
- Pour n grand et p éloigné de 0 et de 1 
   loi Normale 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Géométrique : G(p) 

Épreuve de Bernoulli répétée jusqu'à l'obtention d'un 
succès 
 
k = nombre d'essais jusqu'à l'obtention du succès 
 

P(X=k) = p x q 
 

µ = 1 / p 
 

σ² = (1-p) / p² 

k-1 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Exercice 

Un jeu consiste à lancer un dé non truqué à 6 faces. On gagne 
lorsqu'on obtient un 3 ou un 4. Donner la ou les vraies : 

 
A. La probabilité d'avoir un 3 est de 1/6, c'est pourquoi la 
probabilité de gagner à ce jeu est de 1/3. 

 
B. Si on répète 4 fois cette expérience, la probabilité de gagner 3  
 
fois est C  x (   )  x     . 

 
C. La probabilité de gagner au bout de 2 lancer est de 2/9. 

 
D. Si on jouait un grand nombre de fois à ce jeu, on pourrait 
utiliser la loi Normale. 

 
E. Toutes les propositions sont fausses. 

3 
4 

1        2 

  6  3 

3 



Correction 

Un jeu consiste à lancer un dé non truqué à 6 faces. On gagne 
lorsqu'on obtient un 3 ou un 4. Donner la ou les vraies : 

 
A. La probabilité d'avoir un 3 est de 1/6, c'est pourquoi la 
probabilité de gagner à ce jeu est de 1/3. 

 
B. Si on répète 4 fois cette expérience, la probabilité de gagner 3  
 
fois est C  x (   )  x     . 

 
C. La probabilité de gagner au bout de 2 lancer est de 2/9. 

 
D. Si on jouait un grand nombre de fois à ce jeu, on pourrait 
utiliser la loi Normale. 

 
E. Toutes les propositions sont fausses. 

3 
4 

1        2 

  6  3 

3 



Loi Hypergéométrique : H(N,D,n) 

- D individus possèdent un caractère dans une 
population de N individus. 
 
- On cherche à déterminer la probabilité qu'il y ait X 
individus possédant ce caractère dans un échantillon 
de n individus issus de la population. 
 
 
              P(X=k) = 
 

C   x C 

C 

k        n-k 
D        N-D 

n 

N 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Hypergéométrique (2) 

D/N = p  µ = nD/N = np 
 
   σ² =        x           x           =        x np x (1-p) =         x npq 

 
 
Ex : Dans un trou perdu de 40 habitants, 10 sont des 
enfants. On tire au sort 8 habitants. Quelle est la 
probabilité que 3 d'entre eux soient des enfants ? 
 
 
P(X=3) =     = 

nD N – D     N – n    N – n                        N – n  

 N          N        N – 1     N – 1                        N – 1  

C    x C 

C 

 3         8-3 
10 40-10 

8 

40 

C  x C 

C 

3        5 
10     30 

8 
40 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont 

interdites. 

 



Loi Hypergéométrique et loi Binomiale 

Ces deux lois sont proches, elles ont : 
 
-La même espérance 
 
- Une variance différente 



Loi de Poisson : P(λ) 

- Détermine la probabilité qu'un certain nombre 
d'évènements surviennent en une unité de temps 
 
- Unités possibles : temps, distance, volume, surface … 
 
 
   P(X=k) = 
 

 µ = σ² = λ 
 

Attention : λ ≤ 25 

e    x λ 

k ! 

-λ k 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Exemple 

Au Valrose Café, en 30 minutes, on sert en moyenne 
12 étudiants. Quelle est la probabilité pour que 4 
étudiants seulement soient servis en 30 minutes ? 
Idem pour 15 ? 
 
 
P(X=4) = 
 
 
P(X=15) = 

e    x 12 

e     x 12 

-12   4 

-12    15 

4 ! 

15 ! 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



 
Partie III : 

 
Variables aléatoires 

continues 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Définition 

Ce qui caractérise une variable aléatoire continue, c’est  
d’avoir une probabilité nulle d’être égale à n’importe quel 
 nombre, donc ne peut pas être définie en listant les  
probabilités de toutes les éventualités. 
 
Ex : un poids de 66,6666666… kg a une probabilité nulle 
 
On parle donc de probabilité pour qu’une variable aléatoire 
X prenne une valeur entre a et b, qu’on notera 

 P(a ≤ x ≤ b) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Définition 

Variable aléatoire continue = à densité 
 

Résultats de l'expérience : 
 

- indénombrables 
 

- compris dans R ou un intervalle de R 
 
Ex : la température, la glycémie ... 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Densité de probabilité 

- f(X) = densité de probabilité de X 
-La fonction f(X) définit la loi de probabilité de X 
 
 
Donc si f est donnée,  
la probabilité P(a ≤ x ≤ b) =  
surface sous la courbe  
 entre a et b  
 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou 

reproduction sont interdites. 

 



Propriétés 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

On peut admettre les définitions suivantes pour une  

variable aléatoire X continue de distribution f(x) :  

 

- f(x) ≥ 0 

 

-Si x tend vers -∞, alors f tend vers 0 

-Si x tend vers +∞, alors f tend vers 1 
 



Fonction de répartition 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

-La Fonction de répartition F(X) correspond à l’intégrale 

de la fonction de densité f(x) : 

 

 

 

 

-La Différence F(b) – F(a) correspond à la probabilité 

représentée par l’aire sous la courbe de la fonction de 

densité 

 

 

 

 

 

 
 

 



Fonction de Répartition (2) 

La Fonction de Répartition possède plusieurs propriétés :  

-Elle est Monotone et Croissante  (comme pour les 

variables discrètes) 

-Contrairement aux variables discrètes, la fonction de 

répartition est continue 

-La probabilité P (a ≤ X ≤ b)  est égale à la différence des 

hauteurs pour la fonction de répartition 

 



Densité de Probabilité / Fonction de répartition 

Fonction de répartition Densité de probabilité 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

Fonction de Répartition 

Densité de Probabilité 

F(b) 

F(a) 



Variable centrée réduite 

Le terme « centrée » signifie qu’on soustrait la 
moyenne µ de la variable à chacune de ses 
valeurs initiales. 
Le terme « réduite » signifie qu’on divise toutes 
les valeurs que prend la variable par son écart-
type 𝜎. 
 
- Transformation d'une variable X en une variable 
centrée réduite Y selon la relation : 
                    

 
 
 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Variable Centrée Réduite (2) 

- 2 propriétés : µ = 0 et 𝜎² = 1 

On obtient donc des variables avec une moyenne et   

un écart-type identiques 

 

Cette transformation permet  :  

-D’obtenir des données indépendantes de l'unité 

-Utilisation d'une seule table de probabilité 

 

- N’importe quel problème de probabilité concernant une 

distribution normale peut donc être ramené à 1 seul cas 

 



 
Partie IV : 

 
Lois de probabilité 

continues 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Uniforme : U([a;b]) 

- Densité de probabilité égale entre a et b et nulle ailleurs 
 

- [a ;b]  R et x [a ;b] ET f(x) =  0  
 

P(X ≤ x) = ∫             dx 
 

µ = (a+b) / 2 
 

                σ² =          

x 

a 
1 

b - a 

(b-a)² 

12 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction 

sont interdites. 

 



Loi Uniforme : U([a;b]) (2) 

Les probabilités de chaque évènement ont la même  

 probabilité 

Exemple : un dé, les 6 valeurs (1, 2, 3, 4, 5, 6) ont la  

 même probabilité 
 



Loi Normale : N(µ,σ) 

- Est utilisé pour quantifier les erreurs de mesure des 
appareils 
-Principale distribution de probabilité 

La courbe représentative de la fonction de densité 
est appelée courbe de Gauss. 
 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Normale (2) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

- L’aire sous la courbe délimitée par un intervalle 

représente la proportion d’individu (ou probabilité de 

la survenue d’un évènement) dans cet intervalle. 

 

-La Courbe de Gauss est symétrique autour de µ 

 

- Valeurs à connaître : 

P(X < μ - 1,65 σ ou X > μ + 1,65 σ) = 10% 

P(X < μ - 1,96 σ ou X > μ + 1,96 σ) = 5% 

P(X < μ - 2,58 σ ou X > μ + 2,58 σ) = 1% 

P(X < μ - 3,30 σ ou X > μ + 3,30 σ) = 0,1% 

P(μ - σ < X < μ + σ) = 68% 

 



Loi Normale (3) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

 - En changeant la moyenne et l’écart-type, on peut changer  

 la forme de la courbe 
 



Loi normale (4) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

   Plus l’écart-type est grand, plus la courbe de la 

densité de probabilité est aplatie 

 Plus l’écart-type est grand, plus la fonction de 

répartition atteint le maxima lentement 
 

 



Loi Normale centrée 
réduite : N(0,1) 

- Utilisée lorsqu'une variable X suit un comportement 
inconnu 
 
- Variable Z telle que z = 
 
- Utilisation de la table de la loi normale centrée réduite 
 
- P(X ≤ x) = P(Z ≤ z) 
 
- La table ne donne que les probabilités de Z pour 
0 ≤ z ≤ 3,999 

x - µ 
σ 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Table de la loi Normale Centrée Réduite 



Loi Exponentielle : E(λ) 
 
- Décrit un phénomène de mortalité où le « risque 
instantané » ou « taux de défaillance » est constant 
 
 
- La durée de vie au-delà de l'instant t est 
indépendante de l'instant t 
 
 
- P(X ≤ x) : probabilité que l’événement survienne avant 
l’instant t = x 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Exponentielle (2) 

λ = taux de défaillance instantanée 

 
x = nombre réel 
 

P(X ≤ x) = ∫  λ e    dt = 1 – e 
 

µ = 1 / λ 
 

σ² = 1 / λ² 

-λt  -λx 

0 

x 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Exponentielle(3) 

Si un évènement se réalise selon 

une Loi de Poisson de paramètre 𝜆 

alors le temps entre 2 réalisations 

successives de l’évènement suit une 

loi exponentielle de paramètre 1/𝜆  

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Exponentielle (4) 

Plus 𝜆 est grand, plus la fonction de répartition monte 

vite 

 et plus la densité de probabilité descend vite 

Lorsque x = 0, f(x) = 𝜆 (car                ) 
 



 
Partie V : 

 
Approximations 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Binomiale → Loi de Poisson 

3 conditions : 
 

n ≥ 50 
 

p ≤ 0,1 
 

np ≤ 5 
 

B(n,p) → P(λ = np) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi Binomiale → Loi Normale 

2 conditions : 
 

np ≥ 5 
 

nq ≥ 5 
 

 
B(n,p) → N(np , √npq) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Loi de Poisson → Loi Normale 

1 seule condition : 
 

λ > 25 

 
 
P(λ) → N(λ,√λ) 

 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 



Lecture de la Table de la LNCR (1) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

Soit 𝜋(x) la valeur que l’on veut  trouver dans la table 

 

Pour calculer 𝜋(x) avec un nombre positif 

 

Il suffit d’utiliser directement la table  

Ex : 𝜋(0,55) 

Dans la table 0,55 = 0,5 + 0,05  

On cherche la valeur correspondante 

𝜋(0,55) = 0,7088 
 



Lecture de la Table de la LNCR (2) 



Lecture de la Table de la LNCR (3) 

Exemple : Pour être mannequin féminin, la taille minimale est de 

175 cm. Si la taille moyenne des femmes françaises est de 165 

cm, et qu’elle a un écart type de 4 cm, alors quel est le 

pourcentage de femmes ne pouvant être mannequin, à 5% près ? 

  

 

  

On cherche alors dans le tableau de la loi normale centrée 

réduite P(Z ≤ 2,5) et on trouve 0,9938. Donc 99,38% des femmes 

françaises ne peuvent être mannequin car sont trop petites. 
 



Lecture de la Table de la LNCR (4) 



Lecture de la Table de la LNCR (5) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

Pour calculer 𝜋(x) avec un nombre négatif 

 On utilise la propriété :  

𝜋(-x) = 1 - 𝜋(x) 

 

Exemple : 𝜋(-1,1) = 1 - 𝜋(1,1) 
  𝜋(1,1) = 0,8643 
  Donc 𝜋(-1,1) = 1 – 0,8643 =  0,1357 
 



Lecture de la Table de la LNCR (6) 



Lecture de la Table de la LNCR (7) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

Pour calculer P(X ≤ x) 

Où X est une variable aléatoire suivant la loi Normale N(µ ; 𝜎) 

Il suffit de faire le changement de variable, c’est-à-dire de la 

 transformer en une loi normale centrée réduite grâce à la 

relation :  

   Z = (X - µ)/𝜎 

 

Exemple : Calcul de P(X≤1,27) sachant que X suit une 

 loi Normale N(0,27 ; 2) 

 

 

 

𝜋(0,5) = 0,6915 
 



Lecture de la Table de la LNCR(8) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

Pour calculer P (X>x) 

Il faut utiliser la propriété :  

P(X>x) = 1 – P(X≤x) 

 

Exemple : La variable X suit une loi N(0,1) 

Quel est la valeur de P(X>1,32) ? 

 

 

𝜋(1,32) = 0,9066 

P(X>1,32) = 1 – 0,9066 = 0,0934 
 



Lecture de la Table de la LNCR (9) 

Le Tutorat est gratuit. Toute vente ou reproduction sont interdites. 

 

Pour calculer 𝜋(x) si c’est un intervalle 

 Si on veut P = P(x1 < X ≤ x2) alors on fait 

 P = 𝜋(x2-µ/𝜎) - 𝜋(x1-µ/𝜎) 

 

Exemple : Calculons P = P(9,5 < X ≤ 14), sachant que 

X suit une loi Normale N(12,2) 

 

 

  

     = 𝜋(1) – 1 + 𝜋(1,25) = 0,8413 + 0,8944 - 1 = 0,7357 
 


