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Probabilités conditionnelles,

Théoreme de Bayes,

Indépendance en probabilité

. Probabilités conditionnelles

A et B sont deux événements quelconques dans 'ensemble universel Q.
On étudie la probabilité que I'événement A survienne sachant que I'événement B est
réalise.

On a une restriction de 'ensemble des résultats possibles Q a 'ensemble B, c’est-a-
dire que I'ensemble sur lequel on recherche la survenue de A ne se fait plus par
rapport a 2 mais par rapport a B.

Cette probabilité est notée Pg(A) ou P(A/B). Sa formule est P(A/B) = P(AnB) / P(B)

Exemple : On lance un dé a 6 faces. On note I'événement A . « avoir un chiffre pair »
et 'évenement B : « avoir un chiffre supérieur ou égal a 3 ». Quelle est la probabilité
d’avoir un chiffre pair sachant que le résultat obtenu est supérieur ou égal a 3 ?

L’ensemble des résultats possibles Q2 est: {1;2 ;3 ;4 ;5 ;6}. On a en premier lieu la
réalisation de I'évenement B, dont I'ensemble des issues est {3 ;4 ;5 ;6}. Au sein ce
nouvel ensemble de résultats possibles, on va chercher les issues qui correspondent
a I'évenement A : {4 ;6}

La probabilité que A survienne sachant que B est réalisé est donc P(A/B) =2/4 = 0,5

Théoreme de la multiplication :

P(A/B) = P(AnB) / P(B) et P(B/A) = P(BNA) / P(A)
On peut en déduire :

P(ANB) = P(BRA) = P(A/B) x P(B) = P(B/A) X P(A)

Le théoreme de Bayes découle de ce théoréeme.
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Il.  Formule et théoreme de Bayes

Formule de Bayes : en reprenant le théoréeme de la multiplication, on a :

P(A/B) = P(ANB) / P(B) = P(A) x P(B/A) / P(B)

P(B/A) = P(ANB) / P(A) = P(B) x P(A/B) / P(A)

Théoreme de Bayes :

Les événements A1, A2 et A3 forment une partition de 'ensemble fondamentale Q.
Al, A2 et A3 sont forcément disjoints !
ALUA2UA3=Q
Soit I'événement quelconque « B » inclus dans Q.
Théoréme des probabilités totales appliqué a B :
P(B) = P(A1 N B) + P(A2 N B) + P(A3 N B)
Application du Théoreme de la multiplication :

P(B) = P(B/AL) x P(A1) + P(B/IA2) x P(A2) + P(B/A3) x P(A3)

Application de la formule de Bayes pour Al par exemple ('application pourrait
étre pour A2 ou A3 également):

P(A1/B) = P(A1~B) / P(B) = P(B/A1) x P(A1) / P(B)

Théoreme de Bayes : on remplace P(B) par P(B/Al) x P(Al) + P(B/A2) x P(A2) +
P(B/A3) x P(A3) dans la formule de Bayes :

P(A1/B) = P(B/AL) x P(A1) / P(B/AL) x P(A1) + P(B/A2) x P(A2) + P(B/A3) X P(A3)

Ill. Diagramme en arbre

Soit une séquence finie d'expériences avec un nombre fini de résultats. On considére
que les résultats possibles de I'expérience n dépendent de I'expérience n-1. On
parle de probabilités conditionnelles comme vu précédemment.

La maniere la plus simple de représenter ce genre de séries d'expériences est un
diagramme en arbre.
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Pour calculer la probabilité de « chaque feuille » on utilise le théoréeme de la
multiplication.

3 regles fondamentales :

1. La probabilité qu'un chemin particulier de I'arbre se réalise est, d'aprés le
théoréme de la multiplication, le produit des probabilités de chaque branche du
chemin.

2. Les chemins s'excluent mutuellement.

3. Lasomme de toutes les probabilités finales obtenues doit étre de 1.

V. Evenements indépendants :

2 événements sont indépendants si P(AnB) = P(A) x P(B)

Par conséquent, on a P(A/B) = P(A) et P(B/A) = P(B)

Si A estinclus dans B, on a :
- AB=A

- P(AnB) = P(A)

- P(A/B) =P(A) / P(B)

- P(BIA)=P(A)/ P(A) =1

Conclusion : Si A c B, ces deux événements ne peuvent pas étre indépendants.

Si A et B sont disjoints :

- P(A~B)=0
- P(A/B) = P(B/A) =0

Conclusion : 2 évenements disjoints ne sont pas indépendants.

ATTENTION

Incompatibles : P(AUB) = P(A) + P(B)
Indépendants : P(ANB) = P(A) x P(B)
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