UE4 - BIOSTATISTIQUE

Tut'Rentrée

Evenements et probabilités élémentaires

La théorie deprobabilités est une branche degmthématiquesqui permet de modéliser les
phénomeénes ou le hasard intervient. On sélectiongehantillon de la populatiomu hasard,
puis onextrapole a I'ensemble de la population les résultats olstenucet échantillon.

. On appellgopulation un ensemblée'objets trés grand voire infini. Ex : Lensemble des
habitants de France.

. On appellegchantillon toutsous-ensembl@e cette population. C'est sur lui que I'on établi
généralement les études statistiques. Ex : Lesamdbide Nice.

Mais travailler sur des échantillons ou extraitse@ types de problemes :
1. un probleme deeprésentativité. (A lI'issue d’'une étude statistique sur les habiaae Nice,
peut-on extrapoler une conclusion a I'ensembldalpopulation Francaise ?)

2. un probleme deonfiance (On reproduit, cette étude statistique sur les tatiide Paris,
Limoges ou Marseille, obtiendrait on les mémesl|tasu?)

| Ensembles et éléments:

A Quelques définitions :

. unensembleest undiste, une collection d'objets définis
. lesobjets appartenant & cet ensemble sont appEéaents

On a les notations suivantes :

1. Q ouE ensemble universel
2. € = appartient

3. C =inclus

4. @ = ensemble vide

B Les opérations :

. A N B ouintersection, c'est I'ensemble des éléments qui appartiennkiet @ B.
(@)

Si'ensembleA N B est vide on dira que A et B sdisjoints.
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. A U B ouunion, c'est I'ensemble des éléments qui appartiennkmiuca B:

. A oucomplémentairede A. C'est I'ensemble des élémentdqui n'appartiennent pas a
A, c'est a dire :

. A — B oudifférence, c'est I'ensemble des éléments de A qui n'appadig pas a B ou
complémentaire de B relatif a A

il
w
|
|D

. A A B oudifférence symétrigue c'est I'ensemble des élémentX@ui appartiennent a A
ou a B mais pas aA B. C"est un lien de natuexclusive

‘

On peut aussi dire quAAB =AUB - AN B

C Ensembles :

. Un ensemble peut étre :

1. fini : il contient un nombre fini d'éléments (ex : £8,4}) . Lensemble vide est aussi un
ensemble fini(Nota : un ensembile fini est forcément dénombrable)

2. Infini : il contient un nombre infini d'éléments (ex : {emdde des entiers naturels}).
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Nota : un ensemble infini peut étre dénombrablendénombrable :
« dénombrable: a chaque éléments de I'ensemble correspondiguneuentier naturel.
Ex : Ensemble A={n: n est un entier pair}
* indénombrable (généralement des intervalles de R)

. Soit A et B deux ensembles, on appé&ibmsemble produit’ 'ensemble A X B c'est
I'ensemble des couplesdonnés(a,b) ou &€ Aetb € B.

Exemple : A={a,b,c} et B={1,2}. AxB={(a,1)Xa,2) (b,1) (b,2) (c,1) (c,2) }

On peut généraliser ce produit a n ensem(aippelé également « produit cartésien »)
Ex: B XE XEX... X E.

Bi X B X By X X By = {(&r, X2, Xs,.., X) (Y1, Y2.Ys3.., Yo) (21, 22,23, Zu)---}
n-'uplet
Exemple poun=2:A={a,b,c}etB={1,2}. AxB= {(j,j) (a,2fb,1) (b,2) (c,1) (c,2) }
2-uplet(= couple)

. Le cardinal d'un ensemble otard (E) est le nombre d'éléments que contient un ensemble
dénombrable.

Exemple : On lance un dé : Soit 'Univeds= ensemble des résultats possiklies. {1,2,3,4,5,6}.
Donc le Cardinal d& = 6.

Dans le cas d'un « ensemble produit » A x B on aura
Card (AxB)=CardAx Card B

Nota: Le nombre d’éléments contenus dans un « dregimoduit » (A x B) est égal au produit du
nombre d’éléments contenus dans chacun des ensefbld.

Exemple : On lance 2 dés différents (que I'on plstinguer : dé n°1 et dé n°2):
Soit I'UniversQ;=ensemble des résultats possibles pour le d&n*{1,2,3,4,5,6} et Card2; = 6.

Soit I'UniversQ, =ensemble des résultats possibles pour le d&s°f1,2,3,4,5,6}et Card), = 6.

Soit I'UniversQ, 'ensemble des résultats possibles a l'issueadadr des 2 dés :
CardQ = Card 21 x Qp) = CardQ; x CardQ, = 6x6 = 36

D Dénombrements :

Type de Ordonné / Non Remise / Formule
dénombrement ordonné Sans Remise
p-liste avec remise|  Ordonné Remise | Card (EP) = (Card E)°

Exemple : Soit un jeu de 32 cartes: on tire sudeesent 3 cartes en remettant a chaque fois la darts le
paquet (= avec remise). Le cardinal de I'Univ@rde I'ensemble des résultats possibles £+ @2 souhaite
ici connaitre le nombre triplet de cartes possiblesenant compte de I'ordre. EX : (As de cceurdeo
pique, Dame de trefle), (Dame de tréfle, Roi deipje\s de caeur),..., (10 de carreau, As de piquet dal
carreau)
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Arrangement de n
éléments prispap

Ordonné Sans Remise

Exemple : On dispose de 3 cartes : As, Roi , D@netire SUCCESSIVEMENT ( # simultanément !) 2

cartes sans remise. Le nombre d’arrangements fes¢idad le nombre de couples de cartes possibles ¢

tenant compte de 'ordre de tirage) est égal a :

z =(3i—!2)| = 3XiX1 = 6, soit (As,Roi) (As,Dame) (Roi, As) (Dame, As) (Darfmji) (Roi, Dame)

1%

Arrangement n

e Avec Remis p
avec repétition

Ordonné 2

Exemple : Combien de noms (méme improbables) &rgddepeut-on écrire avec I'ensemble de I'alphabe
(26 lettres) ? Réponse :2@x : ACH, CHA, CJK, VBN, ...)

—t

Permutation
d’'un ensemble
fini a n éléments

Avec Ordre| Sans Remige

Exemple : On dispose de 4 cartes : As, Roi, Danvalet de cceur. On les tire une a une sans legtreme
jusqu’a ce qu’il n'y en ait plus.

Le nombre de suite de cartes (= permutations) pplessest donc :

P,=41=4x3x2x1=24 permutations. (R, D, V, As) ®,V, As) (V, As, R, D)....

Permutations
avec
« répétition »

— n!

P =
n (k1'k2!k3!..kr!)

Avec Ordre| Sans Remige

Exemple: 9 chevaux sont au départ d’'une coursadupp 2 chevaux bleus (Bt B,), 3 Rouges (R R; et
Rs) et 4 Jaunes {J}, % et J). Le nombre de classements possibles a I'arriméeedenant compte que de

catégories est :
9l 9OXBXT7X6X5X4X3X2X1 _ 7X6X5X3X2

n!
Py = (k1'k2!k31) ~ (2!3141)  (2X1X3X2X1X4X3X2X1) 1
I'ordre au sein d'une méme catégorie n'étant pasoitant :
(Ry, B2, &, &, Rs, By, &, Ry ) = (R, By, i, I, Ry, By, &, Rs, J) par exemple.
n = Nombre total de chevaux au départ de la course.
Il'y a 3 catégories de chevaux : Bleu, Rouge etdau
k1 = nombre de chevaux bleus, k2 = nombre de cixeRauge, k3 = nombre de chevaux Jaunes.

=42 x 30 = 1260 classements possibl

Combinaison de

n éléments pris p

a p parties d'un
ensemble

Sans Ordre

» Sans Remise

Exemple : Soit le méme exemple que pour les arraages de n éléments pris p a p : On dispose de 3
cartes : As, Roi, Dame. On tisdMULTANEMENT _ (# successivement !) 2 cartes sans remise. Le non
de combinaisons possibles (cad le nombre de pdereartes possibles en ne tenant pas compte dedl’or
de tirage) est égal a :
Cz - 3! - 3x2x1

3 7 21(3-2)! 2
Dame)

= 3,so0it : (As,Roi) = (Roi, As), (As,Dame) = (Dame, Adpame, Roi) = (Roi,

bre
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Il Eléments de probabilités :

A Définitions :

Phénomene aléatoire phénoméne domin Phénomene déterministe phénoméne dont
ne peut pas prévoir le résultat a I'avance on peut prévoir le résultata I'avance grace
dont le résultat est lié dhasard. Les calculs aux lois de la physique. lls observent une
des probabilités modélisent les phénomenes certainerégularité de comportement
aléatoires.

. On appelle ©preuve » une expérience aléatoire

Exemple : On lance 3 fois une piéce. Les 3 landets piéce (pile ou face) constituent une épreuve.

. On appelle I'ensemble des résultatpossibles de cette épreuve, clgsiénement certain Chaque
résultat sera donc forcément un élémentde

Exemple : On réalise I'épreuve citée ci-dessus.

L'ensemble des résultats possibles ést :((f,f,f) ; (f,p,N);(f,f,p) ;(f,p.p);(p.f.1);(p,.p.fXp.p.p) ;(p.f,p)).Donc Card
= 2%= 8 (arrangement avec répétition). A l'issue desstiancers, on obtiendra forcément un de cesgets.

. Un sous-ensemble de® est appelé un événement. Il s'agit d'un ensembéleédultats. (€ est
dénombrable). ‘
Exemple : « Obtenir pile ad?lancer » constitue un événement@dl est composé des résultats de I'expérience

suivants: (f,p.f) ;(f,p,p) ;(p.p.f) ;(P.P.P). \
Donc ((f,p,f) ;(f,p,p) ;(p.p.f) ;(p,p,p) sous ensemble ou événement « obtenir piledlahcer ».

. Un évenement élémentaire {ajest urrésultat unique de Q. C’est un evenement défini par un resultat
précis pour chaque lancef(fancer = pile, 2"lancer = pile, 3"lancer = face) a contrario de I'événement

« obtenir pile au 2"®lancer » qui contient plusieurs événements éléairesst

Exemple : ((f.f.f) ; (f.p.f) ;(£.5,p) ;(F.p.p) ;(®Bf) ;(P.p.T) ;(P.P.P) :(P.f.P))

Evénement élémenta

. @ est appelévénement impossible
Exemple {p,p,p,p)est un événement impossible

B Probabilités et propriétés :

. On associe a une probabilité suunefonction P qui a chaquévenement AdeQ associain réel de
l'intervalle [0,1]. Une probabilité est donc forcément comprise eheel.

Exemple : Soient 3 gobelets. Une boule est caahéel'sin des gobelets. La probabilité de trouvebtaile en retournant
un seul gobelet est de 1/3 = 0,33.

P doit vérifier certaines propriétés :

1. PQ)=1
Exemple : P (« trouver la boule en retournant legoBelets ») =1

2. P©@)=0
Exemple : P (« ne trouver aucune boule en retourfemn3 gobelets ») =0
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3. SiAN B = @alors,P(AUB) = P(A) + P(B).On dit que A et B sont incompatibles. On peut geiser
a 3,4, ..., n événements incompatibles entre eux.

Exemple : Soient les événements A : « la boul®ged sous le gobelet 1 » et B : « la boule seveamous le gobelet 2 ».
» ANB= @, laboule ne peut pas étre a la fois dans le tgilieet le gobelet 2
» P (AUB)=P («laboule soit sous le gobeletu12)
=P(A) + P(B) = P (« la boule saitus le gobelet 1 ») + P (« la boule soit le geb&l»)
=1/3+1/3=2/3=0,67

4, Généralisation : théoreme des probabilités tota’F{€UB) = P(C) + P(B) — P(C\B)

Exemple : Soient les évenements C : « la boul®sed sous le gobelet 1 ou 2 » et B : « la boultaere sous le
gobelet 2 ».
» L'évenement OB est « la boule se trouve sous le gobelet 2 »
» P(CUB)=P(C) + P(B) — P(CB)
= P (« la boule se trouve sous le gobelet 1ou 2 B)( « la boule se trouve sous le  gobelet-2 »
P(« la boule se trouve sous le gobelet 2)
=2/3+1/3-1/3=2/3=0,67

5. P@A)=1-P(A)

Exemple : soit A 'évenement : « la boule se traamugs le gobelet 1 A. est I'événement : « la boule se trouve sous le
gobelet 2 ou 3 »
P (4) = P (« la boule soit sous le gobelet 2 ou 3)

=1-P(A) =1 - P (« la boule soit sdagjobelet 1)

=1-1/3=2/3

6. siB c C alors P(Bx P(C)

Exemple : Soit C I'’évenement : « la boule se traoues le gobelet 1 ou 2 » et B I'événement : «oldebse trouve sous le
gobelet 2 ».

» BcC

» P(B)=P(«la boule soit sous le gobelet 2»)=¥®(C)=P(«la boule soit sous le gobelet 1 ou 2»)=2/3
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Probabilité conditionnelle, théoréeme de Bayes et d&épendance en
probabilité

| Probabilité conditionnelle :

A Définitions :

Soit A et B deux événements quelconques d'un drseiondamentad. Cet ensemble est muni d'une
loi de probabilité P sur B). On s'intéresse ici a P(A) une fois I'évenementé8lisé. Ainsi,on restreint
I'ensemble des résultat® possibles a B

P (A sachant B)®Pg(A) = P (Ag) =24®

P(B)
O ) B
Exemple d’application :
Soit I'événement A « Avoir un cancer des poumoes bévénement B « Etre fumeur régulier ».

P (A) = Probabilité d’avoir un cancer des poumoassda population générale (Fumeur + non fumeur).
P (A) =0,03

P (B) = Probabilité de compter parmi les fumeugili@rs_dans la population générale.
P(B)=0,1

P(A n B) = Probabilité par rapport a I'ensemble de la papohQ d’étre a la fois fumeur reguli®&T de
développer un cancer des poumons.
P@AnB)=0,02

Ps(A) = Probabilité chez les fumeurs de développecamcer des poumons.

— Pg(A) = P}E/(‘;‘f) = % = 0,2 soit 20% de risque pour un fumeur de développe&ancer des poumons.

B Théoreme de la multiplication :

Si on reprend la relatioRz(A) (ou P (Ag)) %, et Pa(B) (ou P (Ba)) % on peut en déduire

que :
P(ANB) = P(BNA) = Pg(A) x P(B) = PA(B) x P(A)

Du théoreme de la multiplication découle la formideBayes



UE4 — BIOSTATISTIQUE
Il Formule de Bayes :

Soient A et B deux événements quelconques d'unnmisieefondamental Q muni d'une loi de
probabilité P sur PQ).
On se place dans le cas d'une probabilité conditibe P(Ag) (= Ps(A)). Du théoréme de la multiplication on
peut en déduire la formule de Bayes :

Théoréme de la multiplicatiorP(ANB) = P(BNA) = Pg(A) X P(B) =Pa(B) x P(A)

Formule de Bayes :

— P(BNA) _ Pp(A)xP(B)
Pa(B) PA) P&

— P(ANB) _ P,(B)xP(A)
Pg(A) = PB)  P(B)

Exemple d’application (suite) :

On rappelle I'événement A « Avoir un cancer desypms » et I'événement B « Etre fumeur régulier ».
P (A) = Probabilité d’avoir un cancer des poumorad la population générale (Fumeur + non fumeur).
P (A)=0,03

P (B) = Probabilité de compter parmi les fumeurgubers dans la population générake(B) = 0,1

P(A N B) = Probabilité par rapport & I'ensemble de la poptibn Q d’'étre a la fois fumeur réguli€eT de développer
un cancer des poumons. R (0 B) = 0,02

Ps(A) = Probabilité chez les fumeurs de développecamcer des poumons.

— Pg(A) —LUNB) _ 002 _ 0,2 soit 20% de risque pour un fumeur de développeranter des poumons.

P(B) 01

— On cherche désormais a déterminer la probabilité pne personne atteinte d’un cancer des pouniétre d
un fumeur régulier #£A(B).

_P(BnA) _ Pp(A)xP(B) _02x01 _2 _ . 0 L . .
Pa(B) = A PA) - o0 3 0,67so0it 67% de fumeurs réguliers parmi les persontiemtes

d’'un cancer des poumons.

I1l Diagramme en arbre :

Soit une séquence finie d'expériences avec un reofith de résultats. On considére das résultats
possibles de I'expérience n dépendent de I'expérimn-1 On parle dgrobabilités conditionnellescomme
VU précédemment.

La maniéere la plus simple de représenter ce gemreedes d'expériences estdiagramme _en arbre Pour
calculer la probabilité de « chaque feuille » aiisgra lethéoréme de la multiplication.

Exemple : On considere un échantillon de 100 persstirées au sort. Parmi cet échantillon, 40 tint €
vaccinées contre la grippe soit 40%. Les 60 pees®nestantes n'ont pas recu cette prévention 66t 6
Parmi les patients vaccinés, 10 ont tout de mémeaxié la grippe, soit 25% d’entre eux. 30 dep&B@onnes
non vaccinées ont également eu la grippe soit 5eire elles.
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Soit « V » 'événement « étre vacciné ¥, « »édidement « Non vacciné », « G » 'événement «Aeoi
grippe » et «G » I'événement « Ne pas avoirippg ».

Probabilités directement issues de I'énoncé :
P(V)=0,4

PV)=0,6

Py (G) = 0,25

PV (G)=0,5

Construction de l'arbre :

0,4 0,6
\ Vv
oy \0,75 CV w
VNG VNG VNG VNG
=0,1 =0,3 =0,3 =0,3

1. La probabilité qu'un chemin particulier de l'arbrese réalise est, d'apres le théoreme de la multatiion,
le produit des probabilités de chaque branche dwestin. Ici, par exemple cela signifie que la probabilité
gu'une personne soit a la fois vaccinée et déetdagappe ¥ N G) est de 0,1.

2. Les chemins s'excluent mutuellemeriti, par exemple, le fait d'étre vacciné excluatement la partie de
I'arbre concernant les personnes non vaccinées.

3. La somme de toutes les probabilités finales obtendeit étre de 1

Probabilités calculées a partir de I'énoncé :

1-R/(G) = 1- 0,25 = 0,75
1-R(G)=1-05=0,5

Py (G)
P7(G)
PVNG) =R/ (G)xP(V)=0,25x0,4=0,1
PVNG) =R (G)xP(V)=0,75x0,4=0,3

PUNG) =P4G)xP{)=05x0,6=0,3
PVNG) =P{(G)xP{)=05x0,6=0,3

IV Les évenements indépendants :

A Définition :

Deux événements A et B sont ditslépendantssi et seulement si :
P(ANB) = P(A) x P(B)

Exemple :
Soit I'événement « A » « réussir le concours ddaenine », et I'événement « B » « Avoir eu la vdlecétant

9
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enfant », sont objectivement deux événements to&ieindépendants. Donc la probabilité de réuadAES
ET d’avoir eu la varicelle, soit P(AB), est bien P (A) x P (B).

Le contre-exemple serait :

L'évenement « A » « Etre un fumeur régulier » '’ @énement « B » « développer un cancer du poumon »
Développer un cancer du poumon pouvant étre ungécmence du tabagisme, les événements A et B he son
donc_pas indépendants.

Ainsi, pour deux événements indépendants A etaBprobabilité pour gue A se produise ne sera pas
influencée par la probabilité que B se produise ghversement D'ou :

Pa(B)=P(B)
Ps(A)=P(A)

C Indépendance et inclusion :

» Soient deux évenements A et B tels @ué B. On a alorANB = AetP( ANB) = P(A). On a:

_ P(ANB) _ P(A)

Pg(A) = P(B) _ P(B) B
— P(AnB) _ P(A) _

Pa®) =T = vw —

Ainsi, lorsque A estinclus dans B, les deux ewegr@s ne peuvent pas étre indépendants.

» Soient deux événements A et B disjoints. AlorsARB) =0 , d'ou

Pa(A) = PA(B) = 0 @ ‘Q

Lorsque deux évenements sont disjoints, ils ne gamindépendants.

Ne pas confondre :
Incompatibles (P(AUB) = P(A) + P(B)) ;ﬁ Indépendants (P(AB) = P(A) x P(B))
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