Pr.Staccini ECUE 7 : Biostatistiques Exodia

Probabilités élémentaires et dénombrements

Introduction :

Le terme statistique désigne alafois:
O La science quis’intéresse aux propriétés des populations naturelles
O La grandeurobtenue a partird’un ensemble de données d’observation

O Un ensemble d’activités qui concourentaurecueil, au traitementeta
I'interprétation des caractéres étudiés

Une population estun ensemble d’objets, d’étres vivants (population réelle) ou d’objets abstraits
(population fictive) de mémenature :

O Tous lesétudiantsde PASS de France

Cetensemble estgénéralementtres grand, voire infini du coup I’étude exhaustive de I’ensemble des
individus d’une population est souventimpossible ou bien trop coGteuse.

On étudie alorstous lesindividus d’'un sous-ensemble de cette population : ce sous-ensemble
s’appelle un échantillon. C'est sur cet échantillon d’individus que sont recueillies les caractéristiques
(morphologiques, physiologiques, etc. doncles variables quantitatives ou qualitatives)

Travaillersurun extraitde la population entiérea pour conséquences :

- De n’observerque partiellementlacaractéristique : pourra-t-on extrapoleral’ensemblede
la population

- D’avoir des individus différents chaque fois que I’on choisit un nouvel échantillon : |a
mesure seradoncdifférente pourchaque échantillon

La théorie des probabilités permet de modéliserles phénoménes ou le hasard intervient (jeux de
hasard).

Cette théorie permet de construire des modeles de ces phénomenes et permetle calcul de cette

« extrapolation » de la caractéristique observée surl’échantillon. Celaest possible seulementsi la
sélection desindividus de |’échantillon a partirde la population est effectué au hasard.
(Randomisation)

Ensembles, éléments :

Définitions :
Ensemble : Liste ou collection d’objets définis. (Ex : les étudiants en PASS)

Elémentde I’ensemble : Objet appartement al’ensemble. (Ex : vous-méme au sein de I’ensemble «
étudiants en PASS) »

- L'ensemblepeutse définiren extension (=explicite), on liste tous les élémentsuna un.
Ex:A={1,3,5,7 9}

- Il peutaussise définiren compréhension (=implicite), on donne des propriétés caractérisant
leséléments. Ex: A = {x: x estdivisible par 2}
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On peutnoterque:

- pestunélémentdel’ensemble Asignifieque pappartientaA(p €A).
Ex : 3 appartiental’ensemble A:{1;2; 3}.

- Sil’ensemble Bestune partie de I’ensemble A signifieque Bestcomprisdans A (B C A).
Ex:B:{1; 2} estunepartiedeA:{1; 2; 3}.

- LUensemblevide estnoté Q.

- L'universestnoté Q(oméga)

Opérations :

L’intersection entre deux ensembles A et Bse note « A N B », etsignifie que I’on prend en compte le
ou leséléments appartenantalafoisa A etaB.

Lorsque A N B =@, on ditqu’il n’y a pas de solution. Les ensembles A et B sont disjoints

La réunion, onnote « A U B » laréuniondes ensembles A et B. Cette opération consistea prendre en
compte le ou les éléments appartenantsoita A, soit a B, soit aux deux ensembles en méme temps.

L

¢

Le complémentaire d’'unensemble A noté CAil représente tout ce qui n’appartient pasal’ensemble
enquestion.

Lo
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La différence etla différence symétrique:

Cesdeux opérations ontun nom similaire mais sont trés différentes.

La différence esttoutsimplement notée A-Betreprésente ce qui appartienta A, mais qui
n’appartient pas a B. Elle est aussi appelée complémentaire de Brelatif aA.

La différence symétrique, elle, représente tout ce qui appartienta A oua B, sansappartenira A n B.

Elle correspond aulienlogique ou exclusif. Onlanote AAB= A UB- ANB

a.union(b) a.symmetricDifference(b)

a.intersection(b) a.subtracting(b)
“‘ a ’ b | ‘ : b

Opérations importantes a connaitre :

I n”est pas nécessaire d’apprendretout ¢a par coeur, une fois que vous avez compris c’est juste de la

logique)
AUA=A ANA=A4
(AUB)UC =AU (BUCQC) (ANB)NC=ANn(BNC)
AUB=BUA ANB=BnNA
AUBNC)=(AuB)N(AUC) ANn(BUC)=(ANnB)U(ANC)
AUg=A ANN=A
AL 8 =Q AN =0
AulA=90 AnCA=2
CCA=A Q=2,0e=0
C(AuB)=C0AnCB C(AnB)=CAuUCB

Le tutorat nigois est gratuit. Toute vente ou reproduction est interdite 1




Pr.Staccini ECUE 7 : Biostatistiques Exodia

Ensembles :

Les différents types d’ensembles :

Ensembles finis Ensembles infinis

Ensemble nul ou contenant un nombre fini Dénombrables : Indénombrables :

d’éléments Chaque élément peut On ne peut pas

Ex:(2,4,6,8) étre compté compter tous les
Ex : Ensemble des éléments
entiersnaturels (123 | Ex: Ensemblesdes
45..) réels(1.11.111 1.111

1.111111..)

Les ensembles produits :

Soientdeux ensembles: A et B. 'ensemble produit de A et B est I’ensemble des couples ordonnés
(a;b),avecaEAetb€EB.

Pour calculer le nombre de couples possibles d’'un ensemble produit, on fait :

Card(A) * Card(B)

avec Card(A) le nombre d’éléments de I’ensemble A et de méme pour Card(B).

Ex :si A:{rouge;bleu}etB:{1; 2; 3}, alorslI’ensemble produitde AetB est{(rouge ; 1), (rouge ; 2),
(rouge ; 3), (bleu; 1), (bleu; 2), (bleu; 3)} 2 * 3=6 possibilités.

Les famillesd’ensembles :

SoitlI’ensemble A={1, 2,}. Cetensemble est constitué de différents sous-ensembles ({1}, {1, 2} ...), et
tous ces sous-ensembles formentlafamille des parties de A. Un ensemble contenant p éléments

possede 2P parties (= sous-ensembles).

La partition estla division de I’ensemble A en sous-ensembles disjoints dontlaréunionforme A

Lo
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Dénombrements :

Les dénombrements permettent, en fonction des situations, de calculerle nombre de possibilités de
tirageslorsd’épreuves de probabilités. Il existe différentes formules aapprendre etasavoir
appliquerenfonction dudénombrement a effectuer!!

l. La p-liste avec remise

La p-listavecremise est utiliséelors des tirages ordonnés avec remise, c’est-adire que, parexemple,
on tire une boule, on note le numéro, puisonlarepose dans!’urne avantd’entirerune nouvelle.
Ainsi, I'ensembledanslequel ontire est toujoursle méme !

La formule utilisée est Card(E)P, avecCard(E) le nombre d’éléments de I’ensemble et p le nombre
detirages.

Ex :j’ailes 26 lettres de I'alphabet (Card(E) = 26) et je veux savoircombien de mots de 3 lettres je
peux former... Il y 26° mots possibles (« aaa », « aab », « boa », « zyx » ...), 'ordre compte et « aba »
estdifférentde « baa » !

Il. ’arrangement de n élémentsprisp ap

L’arrangement, lui, est utilisé pour les tirages ordonnés sans remise (=tirages successifs), dans ce
cas, au lieude reposerlaboule dans!’urne, onlagarde avecnous et on retire dans un ensemble qui
estdonclégérementdifférent (ilya une boule en moins).

n!
Voicilaformule: An° = (—)| avec p lenombre de tirages et n le nombre d’objets de I’ensemble
n—p)!
(prononcé « arrangementde p éléments parmin »)

Explicationdu « n! » : 3!, prononcé factoriel de 3, donne 3*2*1.
Pour 4! Celadonnerait4 *3 * 2 ¥1. WARNINGle factorielde 0donne 1!

Ex :j’ailes 26 lettres de I'alphabet (n = 26), et je veux savoircombien de mots de 3 lettres (p = 3) je
peux former ... (Ici, chaque lettre est utilisable UNE FOIS (tirage sans remise))

Ay = (22—1),:26*25*24:15600

lll. ’arrangement avec répétition

Celui-ci estsimilaire alap-liste avecremise, il est doncutilisélors des tirages ordonnés avec remise.
Ainsi, siontire x fois parmin éléments, laformuleest: n*.

Finalement, sionregarde lesformules et les utilisations, lap-liste etlI’arrangement avecrépétition
c’est le méme calcul dans la méme situation.

Ex : Sion tire dans un paquet de 52 cartes une carte, qu’on la repose, qu’on en tire une autre, (donc
x=2), il ya 522 possibilités de tirages !
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IV. Permutation d’un ensemble fini a n éléments

La permutation est utilisée pourlestirages ordonnés sans remise.

Elle estdoncsemblable al’arrangementde n éléments prisp a p, maislorsque pestégalan (le
nombre d’objetstirés estle méme que le nombre d’objets total).

En d’autrestermes, c’estdoncuntirage ordonné de tous les éléments de I’ensemble.
La formule, estlasuivante : N!, avecn le nombre d’éléments de I’ensemble.

Ex : vousdisposezde5 lettres (A, L, E, X et D), vous vous demandez combien de mots de 5 lettres vous
pouvez former mais la on peut utiliser qu’une fois chaque lettre : 5!=120

V. Permutation avec répétition

Ce dénombrement est utilisé lors des permutations d’'un ensemble, lorsque plusieurs éléments de
I’ensembleappartiennentaune méme catégorie (k1, k2, k3 ... kx) et qu’on ne considére que la
catégorie pour I’ordre. Pourcalculerle nombre de combinaisons, onfait:

n!
k1! = k2! * k3! = ... * kx!

Avec n le nombre d’éléments de I’ensemble et k les nombres d’éléments par catégorie.

Ex : uneurne contient 5 boules rouges, 3 noires, 4 bleues et 2 vertes. Combien existe-ild’ordre de
14!

tirage en prenanten compte uniquementla couleur des boules? ———————
51%31x41%2 1

VI. La combinaison de n élémentsprispap

Enfin, lacombinaison est utilisée lors des tirages non ordonnés sans remise ( = tirages simultanés),
c’'est-a-dire que I’on vatirer par exempletrois boules d’un coup etregarderlesquellesonaeu.
L’ordre ne compte donc pas et « bleue-bleue-rouge » est similaire a « rouge-bleue-bleue ». Etvoila
la derniere formule des dénombrements :

|
D n.

n=___—__ .
p!(n-p)!
Avec n le nombre d’éléments de I’ensemble et p le nombre d’éléments tirés.

Ex : en tirant au hasard 4 cartes d’un coup dans un paquet de 54 cartes, je me demande combien de
54!

combinaisons sont possibles ? C544 = —
41(54—4)!
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Le tableau récap sur lequel vous pouvez vous appuyez une fois que vous avez bien compris tous ce
qui a déja été fait avant (persoj’ai apprislesdénombrements qu’avecce tableau)

Avec remise Sans remise

Ordonné Non ordonné
e Permutation Combinaisons de n
Arrangements utati
p-liste avec Arrangements e I v Permutations | élémentsprispap
remise avec répétition donfliments | W'snecssmble avec répétition parties d’'un
prispap fini a n éléments
ensemble
On prend On prend les éléments On prendles
On prend 1 élément On prend 1 élément SUCCESSIVEMENT 13 ‘: o i ainattie éléments 14 1 jusqu’a | On prend SIMULTANEMENT
dans E, on le remet et | dansn, on le remet et (=les uns aprés les jus za‘asée:is:mem épuisement en ne (=tous en méme temps) p
on répéte p fois on répéte p fois autres) p éléments 9 ‘3 = tenant compte que éléments parmin
parmi n sans remettre P des catégories
Card E)P 5 P n! ' n! ]
ar n Ay = 7—— n! e | 18
( ) " (n-p) kil ky! ... k! ‘

I 4

Eléments de probabilité :

I Introduction et définitions

Il existe deux types de phénomenes:
-lesphénomeénes déterministes, dontl’issue est prévisible (comme les lois de physique),

- lesphénomenes aléatoires, dontl’issue n’est pas prévisible (cela peut étre un lancer de dé par
exemple).

Une expérience aléatoire (ou épreuve) est une expérience dontle résultat n’est pas prévisible, c’est
doncun phénoméne aléatoire.

En probabilités, ontravailledans un ensemblefondamental (noté Q) qui représente I’ensemble de
tous lesrésultats possibles.

Un évenement, quantalui, estunsous-ensemble de I’ensemblefondamental.
(Ex : L'ensemble fondamental peut étre « Les résultats d’un lancer de dé », et un événement de cet
ensemble peut étre « Obtenir un chiffre pair »)

Il existe plusieurs types d’événements:

> |’évenement élémentaire : constitué uniqguement d’un seul résultat de I’ensemble. Ex : « Obtenir
un 2 » lors d’'unlancerde dé.

> ['événementimpossible ouensemble vide (ne contientaucun résultat possible) Ex : obtenirun 7 a
un lancerde dé.

> ['événement certain :lI’ensemble contient tous les résultats possibles Ex : obtenir un chiffre entre
1 et6 enlancant le dé.
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Il Probabilités

Une probabilitéassocie aun événementunnombre allantde 0a 1, elle permet de mesurerla

chance de réalisation de I’événement en question. Il ya quelques subtilités a connaitre a propos
des probabilités:

> P(@) =0, ce quisignifieque I’évenement impossible ne peut pas se produire.
>P(Q)=1

> Si P(ANn B) =0, alors A et B s’excluent mutuellement, ils sont dits incompatibles. Celasignifie

gue les deux événements ne peuvent pas se produire en méme temps (par exemple, on ne peut
pas obtenirpile et face lorsqu’on lance une piéce). Dans ce cas-la, P(AU B) = P(A) + P(B).*

> P(A)=1-P(A)

> Si A estinclusdans B, alors P(A) < P(B) (car A une partie de B).

> P (AUB) =P (A) +P(B) —P(ANB) = théoréme des probabilités totales.

> Si A et B sontincompatibles, AnB= @ doncP(A UB) = P(A) + P(B).*

La propriété d’additivité forte ou formule de Poincaré (d’inclusion-exclusion ou de crible)

Cette propriété permet de connaitre laformule lorsque I’on veut calculer une union entre plusieurs
événements. Elleest généralisable an’importe quelnombre n. Pourn= 3, elle donne:

P(AUB U C)=P(A)+P(B) + P(C) —P(AnB)— P(BNC)— P(CnA) + P(ANBNC)

Pour obtenir cette formule on additionne doncleurs différentes probabilités, puis on enléve les
intersections. Cependant, en enlevantlestroisintersections, onlaisse un « trou » au milieu, d’oule
rajoutde I'intersection des 3événements en méme temps.
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M. Equiprobabilité

Lors d’une situation d’équiprobabilité, chaque événement élémentaire alaméme probabilité
(c’estcomme au loto, chaque boule aautant de chance que lesautres d’étre tirée).

Dans ce cas-la, laprobabilité d’'un événement A est:

P(A) - Card (A)
Card (Q)
AvecCard(A) le « nombre de cas favorables » et Card(Q) le « nombre de cas possibles ».

Ex : Dansune urne, il y a 15 boules, dont 7 bleues. L’événement A est « tirer une boule bleue »,
P(A)=7/15

Iv. Probabilités : Les Ensembles

-Quand on travaille surun ensemblefini, laprobabilité de I’événement est compriseentre Oet 1. De
plus, lasomme des probabilités de tous les évenements est toujours égale a 1.

Ex : considérons un débiaisé : P(1) =1/3, P(2)=1/6, P(3) = 1/12, P(4)= 1/12, P(5) = 1/4.
TrouverP(6)=? 1/3+1/6 +1/12+ 1/12+1/4+?=1—>?=1-11/12 =1/12
(La partie sur les ensembles infini je vous lamet quand méme mais peu de chance que ¢a tombe)

-Soitun ensemble fondamental de laforme E (a;, a,, ...) (semblableaun ensembile fini) chaque a,va

avoirsa probabilité (p) sachantqu’elleseraforcément p, 2> 0 et que I’ensembledes p,vaudra 1l
comme sur un ensemble fini.

Du coup laprobabilité d’'un événement estlasomme des p,correspondant ases éléments.

La probabilité d'un événement quelconque est alors la somme des p; correspon-
dant a ses éléments. Exemple : soit 'expérience consistant a jeter une piece
et & compter le nombre de jets jusqu’a ce qu’on obtienne un résultat ”pile”
(c’est un espace infini dénombrable), on peut construire un espace probabilisé

en choisissant : 1 1

1
P1 = 5,}92 — Zu vy Pn = 2_71’ vy Poo = 0

Je t'invite a tout refaire comme les fesses de Kylie
Jenner
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