
COURS N°4 :
VARIABLES ALEATOIRES,
LOIS DE PROBABILITE
DISCRETE ET CONTINUE

P Staccini



Plan du cours

¨ Définition d’une variable 
aléatoire

¨ Variables aléatoires discrètes
¤ Loi de probabilité
¤ Représentation
¤ Moyenne
¤ Fonction
¤ Espérance
¤ Variance
¤ Variable centrée réduite
¤ Fonction de répartition

¨ Lois de probabilité discrète
¤ Loi de Bernoulli
¤ Loi binomiale
¤ Loi de Poisson
¤ Loi géométrique
¤ Loi hypergéométrique

¨ Variable aléatoire continue
¤ Densité de probabilité
¤ Fonction de répartition

¨ Lois de probabilité continue
¤ Loi exponentielle
¤ Loi uniforme
¤ Loi normale

¨ Approximations
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Introduction
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¨ Nous avons vu (dans le premier cours) que nous 
pouvions caractériser les objets (réels et virtuels) 
par un ensemble de propriétés (caractéristiques) qui 
pouvaient être soit de nature quantitative (métrique 
ou numérique), soit de nature qualitative.

¨ Nous avons vu (dans le second et le troisième cours) 
que nous pouvions théoriser pour estimer la 
présence (la survenue) de tel ou tel événement 
(caractéristique) concernant un objet (probabilités 
élémentaires et probabilités composées)



Introduction
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¨ L’un des enjeux et ses conséquences que nous avions 
énoncé lors du cours sur les probabilités était que :
¤ Les observations pratiquées sur notre monde ne concerne 

pas un seul individu, mais une population d’individus
¤ Nous ne pouvions dans la plupart des cas observer tous les 

individus de la population et que nous devions travailler sur 
un échantillon

¤ Il nous faut donc résoudre deux aspects méthodologiques :
n Les caractéristiques varient d’un individu à l’autre, mais dans 

quelle mesure ?
n Les caractéristiques varient d’un échantillon à l’autre, mais dans 

quelle mesure ?



Variable aléatoire
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Définition 1/5
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¨ Considérons les exemples suivants :
¤ On tire au sort une pièce d’usinage dans l’ensemble des 

pièces produites par une usine et on mesure ses 
dimensions

¤ On tire au sort une gélule de médicament produite par 
une chaîne de fabrication et on mesure la quantité de 
principe actif contenu à l’intérieur

¤ On tire au sort un homme adulte dans une ville et on 
note son âge en années

¤ On lance un dé et on lit le chiffre obtenu sur la face
¤ On tire au sort une carte dans un jeu de 52 cartes



Définition 2/5
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¨ Dans tous ces exemples, on décrit une opération précise qui mène à 
un résultat aléatoire (c’est-à-dire qui est le résultat du hasard)

¨ Même dans les deux premiers exemples (pièce d’usinage ou 
gélule)on peut penser que :
¤ la pièce a été réalisée en respectant un cahier des charges et donc que 

ses dimensions sont parfaitement déterminées et « non aléatoires » ;
¤ ou bien que la quantité de principe actif a été bien dosée.

¨ En fait il n’en est rien et l’on montre que, même dans ces exemples, 
les conditions de fabrication sont telles que des petites sources de 
variation existent qui font que le résultat des mesures peut être 
considéré comme aléatoire.

n Pour ceux qui feront du contrôle de production plus tard, on distinguera dans 
ce type de problème des causes aléatoires (que l’on ne peut pas corriger ou 
en tous les cas dont la correction coût plus que le bénéfice escompté en 
retour) ou des causes assignables de variation (que l’on peut corriger)



Définition 3/5
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¨ L’opération concernée par chacun de ces exemples 
est appelée une épreuve et ses résultats aléatoires 
les événements élémentaires.

¨ On parle de variable aléatoire lorsque le résultat 
aléatoire est un nombre (ce n’est pas le cas de 
l’opération « tirer une carte au hasard… »)

¨ Définition : Une variable aléatoire est une épreuve 
menant à des événements élémentaires qui sont des 
nombres



Définition 4/5
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¨ Lorsque le résultat d’une expérience où intervient le 
hasard est à valeurs dans un ensemble fini ou au 
plus dénombrable (c’est-à-dire si on peut énumérer 
tous ses éléments sous la forme d’une séquence finie 
ou infinie), on parle de variable aléatoire discrète.

¨ Lorsque le résultat d’une expérience où intervient le 
hasard est à valeurs dans R ou un intervalle de R, 
on parle de variables à densité, ou absolument 
continues.



Définition 5/5
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Variable aléatoire discrète
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Loi de probabilité discrète
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Représentation
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Moyenne
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Fonction d’une v-a
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Espérance 1/2
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Espérance 2/2

ECUE7 - PASS - UFR Médecine, UFR Odontologie – Université Côte d'Azur - Année universitaire 2020-2021



Variance et écart-type
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Variable centrée réduite
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Fonction de répartition 1/2

ECUE7 - PASS - UFR Médecine, UFR Odontologie – Université Côte d'Azur - Année universitaire 2020-2021



Fonction de répartition 2/2
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Cet exemple montre la distribution de probabilités (diagramme en
bâtons) d’une variable aléatoire finie (discrète) et la fonction de
répartition correspondante. La fonction de répartition est une
fonction en escalier. Les discontinuités se produisent pour les valeurs
x possédant des probabilités non nulles. Pour chacune de ces valeurs
de x, la hauteur d’une discontinuité est la probabilité de X=x.



Lois de probabilité discrète
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Loi de Bernoulli
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Loi binomiale 1/2
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Loi binomiale 2/2
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Loi binomiale : exercice 1/3
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Loi binomiale : exercice 2/3
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Loi binomiale : exercice 3/3
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Loi binomiale et équiprobabilité
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Loi binomiale : propriétés
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Loi de Poisson 1/2
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Loi de Poisson 2/2
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Loi de Poisson : exercice 1/2
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Loi de Poisson : exercice 2/2
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Loi géométrique 1/2
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Loi géométrique 2/2
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Loi hypergéométrique 1/3
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Loi hypergéométrique 2/3
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Loi hypergéométrique 3/3
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Variables aléatoires continues
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Densité de probabilité 1/3
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Densité de probabilité 2/3
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Densité de probabilité 3/3
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Propriétés
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Fonction de répartition 1/2
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Fonction de répartition 2/2

¨ Cet exemple montre la densité de 
probabilité et la fonction de 
répartition d’une certaine variable 
aléatoire continue.

¨ La probabilité de l’intervalle [a b] 
est la surface sous la courbe de 
densité limitée par cet intervalle.

¨ C’est aussi la différence des hauteurs 
F(b)-F(a) si on utilise la fonction de 
répartition. Contrairement au cas des 
variables discrètes, la fonction de 
répartition est ici continue.

¨ Pour résumer l’analogie entre le cas 
discret et le cas continu, un point du 
domaine discret correspond à un 
intervalle dans le cas continu, la 
somme discrète correspond à 
l’intégrale.
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Lois de probabilité continue
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Loi exponentielle 1/2
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Loi exponentielle 2/2

ECUE7 - PASS - UFR Médecine, UFR Odontologie – Université Côte d'Azur - Année universitaire 2020-2021

Lorsque x=0, f(x) = λ



Loi uniforme 1/2
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Loi uniforme 2/2
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Loi normale 1/3
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Loi normale 2/3
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Loi normale 3/3
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Loi normale centrée réduite
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Loi normale centrée réduite
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Nous ne pouvons pas afficher l’image.

1-α= 95%
α/2= 2,5%α/2= 2,5%



Approximations
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Approximations 1/5
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Approximations 2/5
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Approximation 3/5

ECUE7 - PASS - UFR Médecine, UFR Odontologie – Université Côte d'Azur - Année universitaire 2020-2021



Application 4/5
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Approximation 5/5
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Approximation 5/5
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Exercice 1

ECUE7 - PASS - UFR Médecine, UFR Odontologie – Université Côte d'Azur - Année universitaire 2020-2021



Exercice 2a
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Exercice 2b
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Exercice 3a

ECUE7 - PASS - UFR Médecine, UFR Odontologie – Université Côte d'Azur - Année universitaire 2020-2021



Exercice 3b
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Exercice 3c
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Où se trouve 
0,4207 ?
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La table de la loi normale centrée 
réduite utilisée pour ce cours donne 
les valeurs de P(X≤x) pour x≥0.

0,4207 correspond donc à une 
valeur < 0 (puisque pour P(X≤0) = 
0,5).

Comment faire ?

On utilise les propriétés de la 
symétrie de la distribution normale 
et on constate facilement que
P(Z=-z) = 1-P(Z=z)
Par exemple : P(-2) = 1 – P(2)



Exercice 3d
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Exercice 3e
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Portraits
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Le mathématicien et physicien suisse 
Jacques (ou Jakob) Bernoulli

Le mathématicien, géomètre et physicien 
français Siméon Denis Poisson



Portraits
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L’astronome, mathématicien et physicien 
allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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