ECUE 5 : Biostatistiques Pr. Maignant
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I Définitions
Une équation différentielle est une équation dont la solution est une fonction.
Par exemple, dans I’équation 5y’+3y = 2 on cherche quelle est la fonction qui vérifie cette équation.
Généralement, il y a plusieurs solutions a chaque équation.
Une équation différentielle relie une fonction et ses dérivées successives (y’, y”, y'”,...)
Les solutions d’'une équation différentielle sont appelées le flot.
Il. Equation différentielle du premier ordre

Une équation différentielle est du premier ordre si la fonction y est dérivée une seule fois

1. ED 1 sans second membre

Une ED 1 sans second membre est de la forme y’+ay = 0.

Une ED 1 sans second membre a toujours une solution. Cette équation a notamment comme solution
évidente y=0

Une solution de I’équation différentielle y’ = ay est Ce®*
Avec C une constante qu’on ne cherche pas a calculer

/"\ Une solution de 'ED y’+ay = 0 est Ce™“*. Attention aux signes des solutions

Exemple : 5y'+3y =0

1. Onmetsous laformey’ =ay. 5y =-3y
2. Ontrouvea.y =—§ydonca =—§

3
3. Onremplace a dans la formule Ce™s*

2. ED 1 avec second membre

Une ED1 avec second membre est de la forme y'+ay = b
On dit que cette équation est avec second membre car b n’est pas lié a la fonction y ou a une de ses
dérivées

QT

Une ED 1 avec second membre a toujours une solution notamment yo = -

. ) s . cres . , b
Une solution de I'équation différentielle y’ = ay + b est Ce®* - "

C’est la somme de I'équation sans second membre et d’une solution particuliere yo = -

QT
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Exemple: 2y’ +6y =4

1. Onmetsouslaformey =ay+b.2y'=-6y+4
2. Ontrouveaetb.y'=-3y+2donca=-3etbh=2

— 2
3. Onremplace dans la formule Ce™3* + S

M. Equations différentielles du second ordre
Une équation différentielle est du second ordre si y est dérivé 2 fois (y”’)

1. ED homogeéne (sans second membre)

Une ED 2 homogeéne est de la forme ay” + by’ +cy =0

On associe cette équation a un polynéme caractéristique aX?> + bX +c=0
On peut calculer son discriminant A = b? — 4ac

a. A>0

. A -b+VA
On calcul les racines du polynéme ”

Les solutions sont de la forme C;e™* + C,e"2*

Attention a ne pas confondre c du polynéme caractéristique et C les constantes de la solution

Exemple : 2y” + 4y’ +y = 0. On considére V8 = 3 (pour simplifier les calculs)

1. OncalculA=16-4*2*1=8
. —4++8 1 —4—+/8 7
2. Oncalcul les racinesri = =--r;== =--
2%2 4 2%2 4
1 7
3. Onremplace dans laformule: Cie” +* + C,e” #*

b. A=0
. )
On calcul la racine du polynéme e

Les solutions sont de la forme (Cix + C)e™

Exemple : 2y” +4y’ +2y =0

1. OncalculA=16-4*2*2=0

. -4
2. Oncalcul laraciner = Pyl 1

3. Onremplace dans la formule : (Cix + C3)e™*
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c. A<O
. . . —b*iv-A
On calcul les 2 racines complexes conjuguées >

On trouve alors 2 racines complexes conjuguées r t iw
Point tut : dans la formule, on met i v —A car on ne peut pas prendre la racine de quelque chose de négatif. On prend
donc la racine de -A (>0) et on rajoute i (un nombre complexe) pour signifier que V—A qu’on a calculé n’existe pas

réellement.

Les solutions sont de la forme (Cisin(wx) + Cacos(wx))e™

Exemple : 2y” + 4y’ + 6y = 0. On considere V32 =6

OncalculA=16-48=-32

. , -4 +iV32 .3
On calcul les racines composées riet2 = - -1+ 5

. 3
Ontrouveretw.lcir=-1letw =3

P w N e

On remplace dans la formule : (Clsin(zx) + CzCOS(ZX))e_x
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