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Probabilités conditionnelles, théoréeme de Bayes, €.
Indépendance en probabilités :

_

Q Ensemble fondamental, 'univers: P(Q) = 1, cela représente 100% des événements, la
probabilité est certaine.

P(A) : Probabilité de I'évenement A.
P(A) ouP(CA): Probabilité de I'évenement contraire de A, donc de ne pas avoir A. On peut aussi

dire que A c’estl’'univers moins A. Donc P(A) = P(Q2) — P(A) = 1 — P(A).

P (AN B) = P(B N A) : Probabilité de A et B = Probabilité de B et A (c’est pareil ! X]) ou
probabilité de A inter B (intersection des événements A et B).

A. Introduction :

/A Attention, il ne faut pas confondre probabilité conditionnelle et probabilité d’'une intersection !

Définition : Une probabilité conditionnelle s’intéresse a la probabilité de réalisation d’un
évenement A a condition qu’un autre évenement B ait déja été réalisé. On s’intéresse seulement
aux évenements A réalisés parmi les événements B réalisés et non plus parmi tout 'univers.

Notation : P(A|B) = PB(A), c’est la probabilité de A sachant B réalisé.

P(ANB) |
P(A|B)

Q0

Pour la probabilité de I'interserction, on regarde sur tout I'univers car on cherche la probabilité
d’A et B sur TOUT l'univers alors que pour une probabilité conditionnelle, on regarde PARMI la
population de B seulement. On restreint 'ensemble des résultats possibles a B.
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B. Formule de la probabilité conditionnelle :

P( ) P(A N B)
P = P(B|A)= —~
(A|B) 78 (BlA) P

Equivalence de la formule en lettres : la probabilité qu’un PASS ait perfect la biostat sachant qu'il a
assisté a tous les cours est égale au nombre de PASS qui ont perfect la biostat ET assisté a tous les
cours sur le nombre de PASS qui ont assisté a tous les cours.

C. Théoreme de la multiplication :

P(ANnB) =P(BNnA) =P(AIB).P(B) = P(B|A).P(A)
En biostat, il est important de savoir le nom du théoréme de la formule que 'on utilise.

Le théoréme peut se généraliser pour plus de 2 évenements de la maniére suivante :
P(A1NnA2..nAn) = P(A1).P(A2|A1).... .P(An|A1NnA2..nAn—-1)

On a une boite de 10 pdtisseries avec 5 croissants, 2 pains au chocolat et 3 tartes aux citrons.
On veut connaitre la probabilité de tirer 3 croissants d’affilé dans une boite neuve.
Ay : tirer un premier croissant

A, : tirer un deuxieme croissant v
2 Al‘/
Az : tirer un troisieme croissant /

Onadonc: P(A1) = &;P(A2]AD) = SSL=;P(A3]A1 N 42) = SL=1

P(A1N A2 N A3) = P(A1).P(A2|A1). P(A3|A1 N A2) = £, % 3= &

Ily a donc 1/12 chance de tirer 3 croissants d'affilé.

IIL i

Définition : on considere une suite finie d’expériences, dont chacune d’entre elles a un nombre fini
de résultats possibles. Les probabilités associées aux résultats possibles d'une expérience
dépendent du résultat de I'expérience passée : ce sont des probabilités conditionnelles. On utilise
les arbres pour illustrer les situations (le théoréme précédent permet de calculer la probabilité de
chaque feuille de I'arbre) :

1. Selon le théoreme de la multiplication, la probabilité d’'un chemin est le produit de chaque
branche du chemin

2. Les chemins s’excluent mutuellement

3. Lasomme de toutes les probabilités des finalités doit étre égale a 1

ws)

o L’évenement A considéré est

< « avoir plus de 20 ans » et I'évéenement B
A : _ «étre blond». Le chemin 1 P(AN B) est

« avoir plus de 20 ans ET étre blond » alors

@ que le chemin 3 P(A N B) est « ne pas avoir
< plus de 20 ans ET étre blond ».
On comprend bien qu’un chemin est exclusif,

les chemins ne sont pas compatibles !

o ™
®

>
vs]
®
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A. Formule de Bayes:

57

P(ANB) Dans une classe on a 20 éleves. On a 15 éleves
P(B) ou PBIAY= =555~ | droitiers et le reste des éléves est gaucher. On sait
aussi que 12 d’entre eux ont les yeux marrons, 4 ont
les yeux bleus et le reste a les yeux verts. Parmi les
gauchers, 4 ont les yeux marrons, et celui restant a les
—P(BNA)= = P(BIA).P(A) | Yeux bleus. On veut savoir quelle est la probabilité si
on tire un éléve au hasard parmi ceux qui ont les yeux
marrons de tomber sur un gaucher ?
o A:étregaucher > P(A) =5/20
o B:avoirles yeux marrons = P(B) =12/20
o P(Bl|A) =4/5 45
Le plus important dans les QCMs avec un P(A|B) = P(B|A).P(4) _ 520 _
long texte c’est de trouver les infos P(B) 12
importantes ! [{ 20

P(A|B) =

P(A|B). P(B)

P(BIA) = ——p o

B. Théoreme de Bayes :

Soit un univers Q formé par un ensemble d’événements de A1l a An. On dit que cet ensemble
d’évenements de Al a An constitue une partition de Q. L’ensemble d’évenements de A1 a An dont
I'union forme Q. C’est une illustration du théoreme des probabilités totales :

P(B) = P(BN A1) + P(BNA2) + ---+ P(B N An)

P(B) = P(BN A1) + P(BN A2) + -+ P(B N An)

P(BNAZ)
P(B N A1)

P(B N An) = P(B|An).P(An)

P(B) = P(B|A1).P(A1) + P(B|A2). P(A2) + ...+ P(B|An).P(An)

P(An|B) = P(B|An).P(An)

P(B|An).P(An)
P(B) = P(B|A1).P(A1) + P(B|A2). P(A2) + ...+ P(B|An).P(An)

En médecine, le théoréme de Bayes est utilisé pour résoudre des problémes d’aide au diagnostic.

P(An|B) =

Exemple :

« douleur abdominale aigiie » = A4; le patient arrive aux urgences avec « mal au ventre » = B.

Un certain nombre de diagnostics se maniféstent par une douleur abdominale (appendicite,
perforation d’ulcere, pancréatite...) formant une série d’évenements An. Quelle est la probabilité
que le patient soit atteint du diagnostic A4 connaissant la présence du signe B, cad P(A4|B) ?
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A. Introduction :

Définition : Deux évenements sont indépendants si P(B N A) = P(A). P(B). Les événements sont
indépendants dans la mesure ou la probabilité de réalisation de A ne change pas avecla réalisation
de B.

Soit P(A|B) = P(A) et P(B|A) = P(B). Conséquences :
e AetBsontindépendants
e AetBsontindépendants
e AetBsontindépendants

Cas de trois événements : soient A, B, et C.
S’ils sont indépendants deux a deux (A indépendant de B, A indépendant de C et C indépendant de
B) ET si P(ANn BN C) = P(A).P(B).P(C), alors ces trois évenements sont indépendants !

La seconde condition n’est pas une conséquence de la premiére. C’est-a-dire que les trois
événements peuvent étre indépendants deux a deux, mais on peut avoir : P(A|B N C) # P(A) et
ducoup A, B, et C ne sont pas indépendants.

B. Indépendance etinclusion :

Définition : ACB : A estinclus dans B donc P(A N B) = P(A)

A) B

ona P(A N B) = P(B|A).P(A) avec la proba de B sachant A
égale a 1, car A étant inclus dans B on est certain d’avoir B !

Formule de Bayes quand ACB : Formule de Bayes quand BCA :
P(BNA P(A P(BNA P(B
palm) - PEOA) PO pala) < FENA) _PE)
P(B) P(B) P(A)  P(A)

A A et B ne sont PAS indépendants A
C. Indépendance et exclusion :

Définition : AN B =0 ; P(AN B) =0: A et B sont exclusifs, disjoints, incompatibles, donc
P(A|B) = P(B|A) = 0.

A A et B ne sont PAS indépendants A

Il ne faut pas confondre évenements incompatibles et évenements indépendants :

Incompatibles = exclusifs = disjoints Indépendants
Ne fait PAS intervenir leur probabilité Liés a leur probabilité
Ne peuvent PAS se produire en méme temps Peuvent se produire en méme temps
Défini par: P(A U B) = P(A) + P(B) P(ANnB) =P(A).P(B)
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Voila c’est déja finis, un petit cours facile qui ressemble beaucoup a ce que vous
avez fait au lycée.

Bon courage pour les révisions, on lache rien !!!

Un peu de dedis sinon ca serait pas une vraie fiche quand méme !
Dédis a Karim Benzema et Caréne Benzéna parce que les deux sont trop fort
Dédis a CR7 et a ces 800 et quelques buts
Dédis a Piment qui va tout dechirer cette année
Dedis aux spoecialités culinaires tunisiennes parce que c’est la meilleure
cuisine (mouloukhiya, macarouna, couscous, lablabi, keftaji, fricassée et j’en
passe)

Dedis a l ancien moi de la p1 parce qu il en a bavée le pauvre

Et enfin dedis au futur roi des pirates qui se reconnaitra
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