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Matrices

Bon, bon, bon... Bienvenue face à ce cours autant aimé par les uns que détesté
par les autres : les ✨MATRICES✨

Pour la plupart d’entre vous, la notion de matrice vous est encore inconnue (et
c’est AUKAY), mais promis je vais faire de mon mieux pour changer ça et faire
en sorte que tout soit le plus clair possible.

Pour résumer, on parlera aujourd’hui de modélisation en santé, de calcul
matriciel et d’analyse factorielle (ne vous inquiétez pas, on va y venir).

Modélisation et algèbre linéaire

Petit mot

La modélisation, en particulier dans le domaine de la santé, permet de
reproduire informatiquement une situation dans le but de tester des scénarios
ou des configurations particulières.

Dans un contexte de Big Data, la manière la plus “simple” de traiter les
données (massives et diverses) est de les structurer au sein de GRANDS
tableaux : les matrices

Sur ces matrices, on peut effectuer toutes sortes d’opérations mathématiques,
ce qui est très précieux dans le domaine des statistiques multivariées (ex :
effet d’une hausse du prix des cigarettes sur le système de santé).

Modélisation en santé

Bases de l’algèbre linéaire

L’algèbre linéaire correspond à la branche des mathématiques qui étudie les
transformations linéaires et les espaces vectoriels.

Un espace vectoriel est une structure stable par addition de vecteurs et par
multiplication par un scalaire. Autrement dit, si on additionne des vecteurs ou
si on les multiplie par un nombre, le résultat appartiendra à l’espace de départ.
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Matrices particulières

Définition

Calcul matriciel

Une matrice, notée M(n,p), correspond à un tableau de nombres qui se
compose de n lignes et p colonnes.

On distingue 2 cas : 
p = 1 : on parle de “univarié” (matrice colonne)
p ≥ 2 : on parle de “multivarié”

Exemples :                 est univarié et                           est multivarié

1. Matrice carrée

Une matrice est dite “carrée” d’ordre n lorsqu’elle possède autant de lignes (n)
que de colonnes (n).

Exemple :                      est une matrice carrée d’ordre 2

2. Matrice identité

Une matrice est dite “identité” d’ordre n lorsqu’elle est carrée d’ordre n, que
tous ses coefficients diagonaux valent 1 et que tous les autres valent 0.

Exemple :                      est la matrice identité d’ordre 2

Opérations de matrices

1. Transposée d’une matrice

La transposée d’une matrice A(n,p), notée A(p,n), correspond à une matrice à
p lignes et n colonnes. 

T

La transposée d’une matrice, qui existe TOUJOURS, revient donc à présenter
l’information qui est en colonnes en lignes, et inversement.

Exemple : la transposée de                      est                           
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On distingue 2 cas particuliers :
A = A : la matrice A est dite “symétrique”T

A = -A : la matrice A est dite “antisymétrique”T

Exemples :                      est symétrique et                         est antisymétrique

Le produit A×A donne TOUJOURS comme résultat une matrice carrée d’ordre p
ayant comme particularité d’être symétrique (par rapport à la diagonale).

T

Exemple : soit                      , on a                               

PS : ne vous inquiétez pas si vous ne comprenez pas d’où sort ce résultat, on
voit les produits de matrices un peu plus loin

Le déterminant d'une matrice (carrée) est une valeur particulière qui fournit
des informations importantes sur cette matrice.

PS : il sera notamment utile pour déterminer si une matrice est inversible

De manière générale, il vous sera demandé d’être capable de calculer le
déterminant de matrices d’ordres 2 et 3.

Pour un ordre 2 : 

Exemple :                                           

Pour un ordre 3 :

Exemple :                                                                                               
 

2. Déterminant d’une matrice

PS : si vous comprenez la logique du calcul, c’est parfait !
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L’inverse d’une matrice, qui existe UNIQUEMENT pour les matrices carrées dont
le déterminant est non nul, est défini comme A  tel que : A×A  = I-1 -1

PS : I correspond à la matrice identité de même ordre que la matrice étudiée

Pour un ordre 2 : 

Exemple : soit                      , on a                                                                

On note que la transposée d’une matrice inversible est TOUJOURS inversible.

3. Inverse d’une matrice

4. Produit de matrices

Le produit de 2 matrices A et B (noté A×B) existe UNIQUEMENT lorsque le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. 

Ainsi, le produit de A(n,p) et de B(p,m) donne une matrice de la forme C(n,m).

Pour calculer le produit A×B, il faut suivre une
méthode particulière (cf. schéma).

PS : j’avoue que c’est pas le schéma le plus
clair du monde, mais ça reste celui du cours

du prof donc je vous le mets

Exemple d’un calcul de produit

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre 2 (cas simple) :

Le produit A×B se calcule de la manière suivante : 

PS : pour ceux qui ne verraient pas la logique, n’hésitez pas à jeter un
coup d’œil à mon diapo Bonus sur le forum :)
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Dans le cas général, la multiplication de matrices n’est pas commutative,
autrement dit le résultat du produit A×B n’est pas nécessairement (voire peu
souvent) le même que celui du produit B×A.

PS : il est même possible que l’un des 2 produits n’existe tout simplement pas.

Lorsque A×B = B×A, on dit que les matrices A et B commutent : on parle de
paire de matrices commutantes

On note que pour toute matrice carrée inversible (rappel : det(A) ≠ 0), le
produit A×A  est nécessairement commutatif, autrement dit A×A  = A ×A.-1 -1 -1

Autre remarque intéressante, le produit de 2 matrices peut donner une matrice
nulle MÊME SI aucune des 2 matrices n’est nulle.

Exemple :                                              

La puissance d’une matrice existe UNIQUEMENT pour des matrices carrées.

En effet, pour effectuer un produit de matrices A×B, il faut que le nombre de
colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B (#rappel).

Or, dans le cas où B = A (ex : A  = A×A), il est nécessaire d’avoir la relation n = p
pour que le calcul soit réalisable, autrement dit la matrice A doit être carrée.

2

Exemple : on peut calculer                                     , mais pas                      

Une matrice est dite “nilpotente” d’ordre n lorsque A  = 0 et que A  ≠ 0.n n-1

Exemple :                     est nilpotente d’ordre 3 car                      et                    

5. Puissance d’une matrice

Vous venez d’atteindre la fin de la partie sur le calcul matriciel, BRAVO !!

Avant de passer à la suite, qui traite du concept d’analyse factorielle,
prenez une petite pause si vous en sentez l’envie.
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Analyse factorielle

Généralités

Les analyses factorielles correspondent à un ensemble de techniques
d’ajustement linéaire dont le but est de résumer l’essentiel de l’information
contenue dans de gros tableaux de données.

Concrètement, ces analyses permettent de passer d’un espace de grandes
dimensions (gros tableaux) à un espace plus petit (factorisation du tableau)
tout en ayant une perte d’information minimale et contrôlée.

On distingue 2 techniques principales :
Analyse en composantes principales (ACP) : technique plus ancienne
(1933) employée dans le cadre de variables quantitatives
Analyse factorielle des correspondances (AFC) : technique plus récente
(1970s) employée pour les tableaux de contingence (variables qualitatives)

Le fonctionnement de ces 2 méthodes étant sensiblement le même, on ne
s’intéressera dans ce cours qu’à l’ACP.

Intérêt et analyse de données

L’ACP permet d’extraire un maximum d’informations sous une forme simple et
cohérente à partir d’une importante quantité de données.

Ses résultats se présentant sous forme de combinaisons linéaires de variables
différenciant les individus statistiques, cette technique sert également à mettre
en évidence les interrelations entre les variables (redondance) et les
ressemblances ou oppositions entre les individus (profils).

L’ACP s’applique UNIQUEMENT sur des variables quantitatives, qui peuvent
aussi bien être exprimées dans une même unité que des unités différentes.

Les données étudiées dans le cadre d’une ACP sont rassemblées dans des
tableaux de données qui se composent de n individus statistiques caractérisés
par p variables quantitatives : on parle de matrice d’informations D(n,p)

Chaque ligne représente un vecteur ligne décrivant un individu selon p
variables tandis que chaque colonne est un vecteur colonne décrivant une
variable selon n individus.
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Axes factoriels

L’ACP consiste à réduire la taille du nuage de points multi-dimensionnels
(données issues de notre fameux “gros tableau”) en un nuage de points en 3
ou 4 dimensions.

Pour ce faire, il faut réaliser une projection selon des axes dits “factoriels” (ou
“facteurs”) qui correspondent à des combinaisons linéaires de variables.

Une combinaison linéaire a pour forme : F  = A ×X  + A ×X  + ... + A ×Xi 1 1 2 2 p p

X  : variablesi

A  : coefficients i

Le rôle des coefficients est de mesurer l’intensité de la relation de chaque
variable avec l’axe factoriel considéré, ils prennent donc des valeurs différentes
d’un facteur à un autre (rappel : axe factoriel = facteur).

Les facteurs sont dits “hiérarchisés”, c’est-à-dire que l’axe 1 compte le
maximum d’informations (c’est lui qui comprend la plus grande dispersion du
nuage de points), puis l’axe 2 compte le maximum d’informations résiduelles
(celles laissées de côté par l’axe 1) et ainsi de suite pour les axes suivants.

Par construction, tous les axes (ou facteurs) sont “non corrélés”, autrement dit
ils forment des angles droits 2 à 2.

1. Principe

2. Calcul des axes

L’idée consiste à transformer la matrice d’informations en une matrice de
projection des individus statistiques sur les axes.

On peut faire face à 2 situations :
Données homogènes : on réalise un simple centrage
Données hétérogènes : il faut OBLIGATOIREMENT centrer-réduire

Centrer, c’est soustraire à une variable sa moyenne, ce qui permet de
ramener la moyenne à 0.

Réduire, c’est diviser une variable par son écart-type, ce qui permet de
ramener l’écart-type à 1.

Centrer-réduire, c’est quoi ce truc ?
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Soit                       une matrice d’inertie.

Pour déterminer la valeur propre μ, on résout le système : T×V = μ×V

On trouve 2 vecteurs orthogonaux : 

Le fait de centrer (données homogènes) ou de centrer-réduire (données
hétérogènes) permet d’aboutir à une ACP dite “normée”.

Plus précisément, une ACP normée consiste en des variables centrées-réduites
(1), des projections orthogonales (2) et la méthode des moindres carrées (3).

3. Détermination des axes

Pour rappel, la matrice d’informations D correspond à une matrice à n lignes
(individus) et p colonnes (variables).

Le produit D×D donne une matrice carrée d’ordre p ayant comme particularité
d’être symétrique (#rappel) : il s’agit de la matrice d’inertie, notée T

T

Toute l’ACP repose sur du calcul matriciel : les axes sont définis par des
vecteurs propres et valeurs propres

PS : un vecteur propre (noté V) correspond à un vecteur tel que T×V = μ×V
avec μ une valeur propre

Exemple de calcul d’axes factoriels

On doit maintenant résoudre les systèmes : T×V = -V et T×V = 3V

On obtient 2 solutions : 
μ = -1
μ = 3
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Un vecteur propre possède une unique colonne et autant de lignes que
la matrice d’inertie T a de colonnes.

Dans l’exemple traité, la matrice d’inertie T(2,2) est carrée d’ordre 2, ce
qui induit que le vecteur propre soit de la forme V(2,1).

Explications bonus

Déjà, on divise par V des 2 côtés (jusqu’ici rien de choquant). Cependant,
on n’a pas le droit de laisser simplement T = μ car il faut conserver une
forme matricielle à gauche ET à droite. 

C’est pourquoi il est nécessaire de multiplier par la matrice identité (ici
d’ordre 2 puisque T est d’ordre 2).

Pourquoi le vecteur propre V est de la forme                       ?

D’où ça sort ces coordonnées de fou pour les vecteurs V  et V  ???1 2

Comment on passe de                                   à                          ?

Il faut savoir que les vecteurs propres V sont normés, c’est-à-dire que
leur norme (leur “longueur”) est égale à 1.

La norme d’un vecteur                  se calcule via la formule : 

Pour que cette norme soit égale à 1 et que l’on respecte les conditions
trouvées via la résolution des systèmes, il faut nécessairement que les
vecteurs V  et V  aient les coordonnées données plus tôt.1 2

PS : j’espère que ces explications vous aideront à mieux comprendre :)

3. Part d’explication des axes

La part d’explication d’un axe se calcule via la formule : 

Dans le cas à n dimensions, on distingue 2 situations :
Histogramme des valeurs propres droit : on ne retrouve pas d’axe
d’allongement véritablement marqué, ce qui peut signifier que les
interrelations entre variables sont faibles (pas de combinaisons simples de
l’ensemble des données)
Histogramme des valeurs propres concentré : on retrouve 2 axes
d’allongement très marqués, ce qui peut signifier qu’une structure de
différenciation forte ressort (profils marqués)
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Pour interpréter une analyse factorielle, il faut étudier plusieurs éléments :
Coordonnées sur les axes : cela permet de connaître la position des
individus par rapport aux axes, ce qui peut servir à mettre en évidence des
oppositions entre des groupes d’individus
Qualité de représentation des individus sur les axes : il est possible que 2
points distincts aient la même projection sur un axe, toutefois il peut y en
avoir un mieux représenté (angle plus petit)
Contribution des individus dans les axes : les individus ont plus ou moins
de contribution dans la détermination de la direction des axes (cette
contribution se mesure par la part de l’individu dans la variance)
Part de l’individu dans l’inertie totale du nuage (INR) : cette donnée, qui est
proportionnelle à la distance au centre de gravité, donne une idée de la
spécificité de l’individu par rapport à la moyenne

Interprétation

FIN

Alors là, je vous balance mes plus belles félicitations pour être venu(e) à bout
de ce cours pas évident évident.

A la première lecture, il peut paraître assez lourd et déroutant, le concept de
matrice étant très peu évoqué dès le lycée, mais à partir du moment où vous
prendrez le temps de bien comprendre et de vous entraîner, tout commencera
à devenir plus facile pour vous.

C’est un cours où les informations sont nombreuses, que ce soit vis-à-vis du
calcul matriciel ou de l’ACP, donc travaillez le assez régulièrement (soyez bien
vigilant, ça tombe souvent à l’exam tout ça). 

PS : le prof était fou amoureux de l’ACP notre année (#révisezzzz)

Pour vous rassurer un peu, on n’attend pas de vous d’être des experts (ou
expertes) des analyses factorielles, mais surtout d’avoir des connaissances
générales sur leur principe et fonctionnement.

Encore une fois, si vous avez des questions, des remarques ou même des
corrections à me soumettre, faites un tour sur le forum ou envoyez moi un
message sur Messenger, je ferai au mieux pour y répondre rapidement.

Si vous le voulez bien, vous retrouverez à la page suivante mes petites dédis
pour cette fiche (et oui et oui c’est important) donc n’hésitez pas à y jeter un
petit coup d’œil. 

Pr. Maignant



Dédi à mes parents 👨‍👩‍👦 qui m’ont accompagné comme des dieux pendant ma
P1 et qui ont dépensé tant d’énergie pour que je puisse réussir cette année pas
évidente, gros cœur sur vous vous êtes parfaits.

Dédi au Tutorat et tous mes vieux 🧑‍🏫 , sans qui je n’aurais jamais pu arriver en
2ème année donc mille mercis !! Je suis vraiment honoré de pouvoir à mon
tour aider les P1, je ferai au mieux pour que votre semestre se passe au mieux.

PS : mention spéciale à Lou et Bastien, mes parrains de P1 adorés

Dédi à mes merveilleuses co-tuts de Biostar ✨  : Claudia, Vaïana et Ophrane.
Ensemble on forme une équipe de fou, même si y en a une avec une passion
assez spéciale (je parle de toi Ophrane si jamais). Vous êtes grave adorables
donc je suis heureux de faire mon mandat de tuteur à vos côtés 🫶.

Dédi à mes amis qui sont dans des études bien harr : Luca (Maths 🧮), Roman
(ECG 💰), Oscar (InfoCom 📸), Thomas (STAPS 🏋️) et  Samumu (IPSA 🚀). On n’a
pas trop pu se voir l’année dernière, mais quand c’était le cas ça faisait grave
plaisir donc merci d’avoir été là.

Dédi au groupe du dimanche 🐟  : Naïa, Roman (encore) et Jade. On a passé
des dimanches soirs bien bien enrichissants (je retiens encore la fois où j’ai dû
traîner 2 d’entre vous jusqu’à Valrose), ça faisait du bien de penser à autres
choses qu’aux cours le temps de quelques soirées.

Dédi à mes bars adorés 🍻 : le Oxford, le Johnatan’s, le Wayne’s, le Groovin’, le
Van Diemen’s, l’Akathor, le Trafalbar, le Town, le Brassitorium (++). Vous m’avez
tant régalé avec vos boissons magiques, que ce soit en P1 ou en P2, donc vous
avez droit à plein de bisous d’amour (même si ma bourse 0bis a pris cher).

PS : je pourrais en mentionner d’autres, mais c’est pas vraiment le but... 

Dédi aux fashions du Tutorat 💅  : Emna, Inès B et Claudia. J’suis tellement fan
de tous vos outfits que je pense sincèrement qu’ils méritent d’avoir leurs
propres dédis rien que pour eux.

Dédi aux métalleux du Tutorat 🤟 : Julien et Ethel (et beaucoup d’autres). Vous
avez des goûts musicaux irréprochables (j’dis pas ça parce que j’ai les mêmes
hein) et j’suis très heureux d’être tombé sur vous.

﻿Dédi à 3 de mes passions random : la Floride, les critériums et les Oraux Blancs
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